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PARTIE A Traitez toutes les questions sttktantes

Question l Abrwiatiorts (2points)

Que représentent les abréviaüons suivantes ?

(a) 'iicl' (b)'D\,V' (c)'MCG' (d)'ARCH'

lur 'rrd' inclépendamment et identiquement distribué

(b) 'DW' Durbin Watson

(c)'ivICG' Moindres carrés généralisés

(c1)'ARcH"Autoregressive Conc{itional Heterosceclasticity'

Question 2 Estinmtion d'ute fonction de prodttction (2 points)

Soit la fonction de procltrction Cobb-Douglas oir les variables sont exprirnées en
logarithmes: lnc1, = §o+ §rlnd + B"lnk, +tt, avec u, - af(0, o') et oùr Qi est la
production, /, est le nombre de salariés et /r, est le nombre c{e madrines. Les

paramètres sont esümés par la méthode cles rnoinclres carrés ordinaires avec un
échantillon de 60 observations.

lntl, =7,?1+0,6261n1, +0,125In k, +ii,
(0,84) (0,027) (0,020)

,l?2 = 0,95 SCR =1,122 n = 60



Les écart types estimés figurent entre parenthèses.

(a) Donnez une interprétation aux valeui's estirnées de h et §2..

*** La relation étant exprimée en logarithmes, ces coefficients sont des élasticités.

Donc, si le nonrbre de salariés augrnente de 17o, la prociuction alrgmente de 0,6269à.

Si le nornbre cie machines est augmenté deTo/o,la production attgnente de 0,1257".

(b) Teslez l'hypothèse nulle //n ;.1e:Q.

*** La statistique cie Student est c{onnée par : t = æ = Y, =L44 .' 
Juor(po) 0,84

Le clegré de liberté s'élève à n - k = 60 -3 = 57

La valeur critique pour d/ = 60 est de 2,0.

Décision , 
I 
I 

I 
. 2,0 donc on accepte l'hypothèse nulle.

(c) Etant donné le résultat cle ce test quelle est la fonne de la fonction de prodtrction
lorsque l'on l'écrit sous la forme qt -- .f Qt, kt) ?

n** Si §o -*0, cli = exp(Q) xl! xk!2 ou q.= t! *k!'

Question 3 Modèle linéaire Q points)

Soit Ie rnoclèle linéaire i ÿi=x,B+u, oir 4 est non aléatoire. On suppose que le
tertne d.'etteur est tel que: rr, -iid(O,ot). On trtilise l'estirnateur suivant afin de

déterrniner Ia valeur cle B pour trn échantillon de r observations :

g
Lr),,

0 = i- où e, est non aléatoire

2,,*,
i=l

(a) Déterminez le biais de cet estimateLrr.

*# Le biais = r(F)- B



Zri,,
p =:t- =

2,,*,
i=l

lz,(x,B +u,)
i=l

lzP,
= B++-

2,,*,
i=l

,(p)--,. ,[

2,,*,
f=l

i,,,,, ),=l I

t,,.,)
car B est certain donc ti(B)= B

, \ lz,Efu,)
-.---. /r-\

i .r,et z, étantnonaleatoireg
s

, 
"',*,

EQr )=0, clonc u(î)= o *F''o = o
2,,",
i=l

Donc , E(E)- § = O ,le biais de cet estimateur est nul.

(b) Quel est Ie norn de cet estimateur ? Est-ce qu'il s'agit du meilleur estimateur de p
dans ce rnodèle ?

**8Il s'agit de l'estirnateur des variables instrumentales. Etant donné que .t,et e, sont

non aléatoires et u,-iid(O,o=), l'estïrnateur des variables instrumentales est un
estimatetrr linéaire sans biais. Dans ce contexte, d'après le théorème de Gauss et
Markorr, le nreilleur estirnatetu est celui qui a la plus petite variance - ceh-ri des

rnoindres carrés orclinaires clonné par :

g
L*)',

à- i=t
P ---

I,,,
i=l

Question 4 Tests de spécification (2 points)

On s'intéresse à la relaüon suirrante ; ÿi = a + x,B + u,. On clispose c{'un échantillon de

40 observations et on utilise l'estimateur cLes moinclres carrés ordinaires afin
d'estimer les paramètres a et P. Répondez aux quesüons (a), (b) et (c) ci-dessous en
voLls servant des estirnations suirrantes:



(i) Y' = 3'88 + 1'18't' + t?'

(0,25) (0,12)

(i0 Y' = 4'48+ 1'8i x' - 0'046i'i + û'

(0,82) (0,83) (0,06)

(iii) xi = -l'27 +0'79 z' + â'

(0,51) (0,13)

(iv) )'i = 4'96+1'68r' -l'12i"' +q'
(0,26) (0,13) (0,19)

sônt desrâsidtsftsffi rypes-estiTnes fi$nen@hèses

(a) Testez l'hypothèse selon laquelle la relation est linéaire.

'I'** On utilise le test RESET de Ramsey. Il s'agit de tester l'hypothèse nulle Ho: 0 =0
dans la régression:

ÿi=d+0x,+0ji+v,
En s'appuyant strr la relation (ii), le test cle Ramsey est le test de Student:

Statistiqtre, t = L- -0'046 = -0,-167

ffi=ff=_0,-t67
Valeur critique: pour dl =n- k -7 = 40 - 2-7= 37 , rraleur critique =2,01

Etant clonné que I rl<2,A clonc on accepte l'hypothèse nulle.

Donc la telation est bien linéaire.

(b) Testez l'hypothèse selon laqtrelle il n'y a aLlcune corrélation entre ,1 et r,.
*** On tttilise le test de Hausman qui consiste à tester l'hypothèse nulle Ho:ty - 0

dans la régression suirrante :

),i=d+0 x,+0i, +t7,

En s'appuyant sur la relation (i.ir), le test cte Hausman est le test de Student :

statistique,, = Æ - -7'12= 
-5.89^ Jvar(ÿ) 0,19

Valetrr critique : le test étant asyrnptotique, la valeur critique = 1,96

Etant doruré que l/ | > L96 donc on reiette l'hypothèse ntrlle.

Donc la variable explicative -t, est corrélée avec le terme d'erreur lr,.



(c) Quelles conclusions tirer concernant l'estirnateur approprié pour les pararnètres

aetB?
**'s La corrélation détectée entre la variable explicative -x, et le terme cl'erreLlr lr,,

impliquent que l'estimateur des moindres carrés ordinaires est biaisé et non
convergent. L'estirnateur des variables instrurnentales qui est biaisé mais convergent
est l'estimateur approprié.

Quistion 5 Théoràme de Frisch, Wauglt et Looell (2 points)

Soit la relation linéaire ),=XÊ+Za+u oùr X et Z sont non aléatoires- Les

para-tres a'interat sonries é-léments clu vectetu f .

(a) Quel est l'enseignement du théorème cle Frisch, Waugh et Lovell concer-nant
l'estimation c{es paramètres d'intérêt ?

:&*!F Le théorème cle FWL nous précise que l'on obtient les mêmes valeurs de /3

lorsqtre l'on utilise la méthode d.es MCO dans la relation y=X§+Za+u ou la
relation transformée ïr[ r1, = It[ zX§ + M rtr, oir M, = I - Z'?.' Z)^ Z' .

(b) Décrivez la rnise en æuvre de cette démarche pour estimer le paramètre â dans le
contexte dtr modèle suivant i ),i=x,6+z,y+tr,,Â+tt, pour Lm échantillon de r
observations.

n** Multiplier un vecteur ou une matrice par M , = I - Z'(Z'Zfrz' revient à cr'éer cles

résidus. Ici les résic{us seront:

êi = ÿi - ,,ô, -tr,,ô= et û, = *, - ,,ô, - tt,,ô,

L'estirnateur des MCO clu pararnèhe âest ctonc, i = T:
to,,

Question 6 Modèle tlynamique (2points)

Un économètre a estirné le modèle suivant avec des séries.chronologiques :

y, =0,6+0,4 z, -0,15 Àr, + 0,35 ÿ,-t *û, où i?, estle résidtt.

(a) Déterminez l'impact cl'une hausse de z de 10 unités sur y en courte période et en

longpe périocle.



L'effet cl'une hatisse unitaire de z en lo

*** L'effet d'une hausse trnitaire de z en courte périocle est clonnée par la dérivée

partielle: *L = 0,+
OZ,

Une hausse de z de 1"0 unités en cotrrte période donnerait lieu à ture hausse c{e 1l ds
4 unités.

Errlonguepériodeona: ÿt=)t.-r=),'?', -\=-ïr-r=-T'i'et zt=2,-t=z'F c{onc:

,,*, = 
0,6+ 0,4a*- 9,15x0+û :0,92+ 0,61 5z* +resicltr' t- 0,35

Lleffel di_rqæ bqqsæ_ Frytaae 4e r*_e! lgtl.re p4fq49 §9! d9!É pq__a dérivée

partielle , y+= 0,615
o z'-

Une hausse de e de L0 urités en courte période donnerait lieu à une hausse cle y cle

6,15 unités.

(b) Quelle est la forme de la relation entre y et x?

',{4r La variable -r n'a qu'une influence en courte période sür 3;. I1 .'y a aLlcune
relation de longrre périocle entre y et r parce que -r'r = -yr_r = -1-{' 3 5, -.r,-r = 0.

PARTIE B - répondez à wte des questions suirrantes (B points)

QUESTION I - lltilisations dtt test cle Fislrcr

La fonction cle clernande de moruraie estrme relation entre la masse monétaire M ,le
revenu national en prix constants I, Ie tanx cl'intérêt i, et f incLice de prix P. U1
modèle économétrique cle cette fonciion est clonné par l'équation suivante :

lnM, - §a + §rlnP, + prlnY, + Bri, +tt, tr, - tU(0, o').

(i) Quelleinterprétation donner aux coefficients B, et B.?
*** La relation étant exprirnée en logarithmes (sauf pour le taux d'intér€t), ces
coefficients sont c{es élasticités. Donc si f indice des prix atrgmente cle 1%, la
dernande de monnaie augmente de §t%. Si le reventr national en prix constants
augmente delo/o,la demancle cle monnaie augmente de B"oÂ.

(ii) L'estimation des paramètres par la rnéthode des moindres carrés ordinaires
fournit les réstrltats suirrants :



lnM , = 1,61 + 1,08In P, + O,76lnF, - 0,009 i, + ir,

(0,71) (0,05) (0,09) (o,oo1)

À: = 0,995 §Cl? = 0,0485 7 = 68

Les écart types estimés figurent entre parenthèses'

Soit l'§pothèse nulle Hi' , §, = O, §, = O, §i = 0 .

(a) Quelle interprétation éconornique donner à cette hypothèse ?

*'** Si cette hypothèse est vraie, le moclèle devient : htM, = Fo *u, . La demande cle

monnâtê-êsr6"n§tante en-moyenRê. ra=cü'tgse,-lrce ôe-variatiolTcle*ta-clerrarrcle cte.

monnaie sont les drocs aléatoires (clus à lr, ).

(b) Testez cette hypothèse.

*!$* n s'agit cl'une hypothèse cornposée. tr y u 3 r'estrictions. On utilise le test de Fisher

basé sur le R2.

. - n'ti' - (r - n=ÿ(r -r)
Dans le moclèle, À2 = 0,995 et 7- /r = 68- 4.La statistique s'élève à4245.

La rraleur o'itique est clonc po.rr' f'(s, O+) est de 2,76. On rejette facilement

l'hypothèse parce que la statistique est supérieure à la rraleur critique. Le rnodèle est

clonc globalement signficicatif .

(iii) Soit l'hypothèse ntrlle Hl, 0, -7, §. =7, §t = O.

(a) Qlrelle interprétation économique clonirer au nlodèle écrit avec ces restrictions

. in'rposées?

*:r't& On écrit le moclèle avec les restrictions imposées :

lnM, = §o +7x lnP, +1xlnf, +0xf, +r,

+lnM, = 0o* lnP, +btY,+tr,

Or lnP, +lnI, =hr(P, xf,) donc ; lnM,-tn(p, *I,)= Bo+u,

En termes éconorniques: (1) la part du revenu détentte sous forme liquide est

constante

(2) la vitesse de circulation est constante



(b) La sonune de carrés des résiclus poul le rnoclèle estirné avec ces restrictions

imposées s'élèrre à 0,0789. Testez llhypothese H[ : 0t =7, §z =L, 0: =0 '

*:r-* Le test cle Fisher se fait en termes des sonurres carrés c{es résiclus cltr moc{èle sans

et avec contrainte :

o _ (scn.- -scn")lg _ (o,ozsq-q,o+ss)lr 
=13.37

.sc/l* t(o+ - +) 0,0485 /(68 - 4)

La valetrr critique est pour f(:,0+) est cle ),76. On rejette facilement l'hypothèse

parce que la statistique est supérieure à la valeut critique-

(iv) A partir cles résultats suivants, testez l'hypothèse selon laquelle les paramètres

sont stables pendant la périocle étudiée :

ln\ul, =1,01+1,11lnP, + 0,83lnI, - 0,012i, +û,

Prernière sous périocle : (0,59) (0,024) (0,07) (0,001)

R! = 0,997 .ÎCIt = 0,0062 'T = 40

lnM , = 3,25 + 0,83In P, + 0,561n I', + 0,0006 i, + û,'

Seconde sotts période : (1,85) (0,13) (0,22) (0,002)

/?r = 0,98 .ÿCIt = 0,0043 T --28

*'ti'* Il s'agii cLu test cle Chorn. Il faut donc calculer la statistique de Fisher pottr

l'hypothèse nulle : I1{ :\ii = lË,1ï = §T, P! = fr!,Pt' = §! ,soit 4 restrictions. La

somme de carrés des résidus sans restrictions est : 'sc/?s = 0'0062 + 0'0043 = 0'0105 ' La

sofiu11e cle carrés arrec les resti'ictions irnposées est ,SCJ?.- = 0,0485. La statistique cle

Fisher pour cette hypothèse est:

F--
(^§cn. -^ÿcns)i4

sc/?s /(68-8)

La valetrr critique est pour n( +, OO) est cle 2,52. Oî rejetie facilement l'hypothèse

parce que la statistique est supérieure à la valeur critique.

(v) Quelles conclusions tirer concemant la stabilité de la fonction de demande de

moruraie ?

*** Erridemment la demancle de monnaie n'est pas stable. Mais potuquoi ? Si on

compare 1es coeflicients estimés entre les cletrx périodes on constate que clans la

(o,o+ss - o,oto5)/4

o,o t os /(6s - 8)



seconde périocle, le taux d'intér€t n'a aucune influence srlr la clemande de morrnaie,
la constante a triplé, Ies élasticités prix et revenu sont plus faibles, et le R2 a dirninr.ré.
Un changement régime de politique monétaire pourrait être la raison par exernple.

QUESTION II - Hétéroscédasticité

Soit la relation affine i ),i=ao+xio,t+'ttt. On dispose cl'un échantillon cLe n

observations. On écrit le rnodèle sous fonne rnatricielle: 1, = X§ +lr oir X est une
matdce c{ont le rang est égal à 2. Le terme cl'erreur (rr,) satisfait aux hypothèses

suivantes:

---r(nJ:€;
rr, est non aléatoire

(i) Présentez le contentr cle la matrice X et du vecteur B.

(ii) Présentezla rnah'ice de variances covariances (fi ) du vecteur u.

***'La matrice des valiances corrariances est cléfinie par:

ft,, ,,, ,,

Q,.,r,,,

( varQ,,)

o = var(rr) = | 
cov(",, 

", ;

["ou6,,,,,,,;

cov(rr,, rr, )
var(ur)

,or(rr,, rr,, )

cov

coar(

var(rr,, )

A partir cles renseignements fournis clans l'énoncé, on remplitla matrice :



(iii) Les paramètres sont esümés par la méthode des moinclres carrés ordinaires
(MCO). Montrer que l'estimateur cles MCO de B (version matricielle) est sans biais.

*** L'estimateur des À,ICO de P soLrs forme matricielle est donné par:

On remplace J, : p =(x'x)-'X'ÇvB +r,).

Onsimplifie ;, ; § = § +(X' Xl' X'r,.

On clétermine l'espérance: u(p)= t{B *(x'x)-'x'r,).

B étant certain et X non aléatoire on obtient , E(P)= B +(x'Xl'X'.Cf u)

L'estimateur est donc sans biais parce que ^E(lr,)= 0 pour tout i .

Donc même en pr'ésence de l'hétéroscédasticité, l'estimatetu des MCO est sans biais.

(ir,) Soitla relation transformé", â - oo 
+ Lo, *!,

ltri llt i llri li,,

que lri estnonaléatoire. 8ft4)=0 donc:

,[fn ]')
[1. 

tr, J 
.J

,(i)=,

***'[[t)') 
= 

#u(,,1) 
parce

,(i)')="=

qlle uï est noll aléatoire. EQ,i)= o=rr,' donc:

et (c) cov(!i.f i l= r[t, -].
Lr,,, v,i ) L,,,, v'i )



*** 
"{", 

*1)=
\.l"' rli )

OQ,,r,r) parce qLre rt et u,.: sont non aléatoires. Donc:
llt ill, j

EQ,p,,)=o parce que E(rr,rr,)= o
ll, illt j

(v) Quelles conclusions tirer concernant l'estimation des paramètres de la relation
transformée ?

*** Etant donné que le terme cl'erreur clans la relation transformé" * - na(0, o?),

l'esümateur des moindres carrés ordinaires peut être utilisé pour estimer les paramètres cle la

relation transfurnrée afin d'obtenir des estimations sans biais arrec la plus faible variance.

Quelques valeurs critiques

Loi de St'uclent

deg'és cle liberté: valeur critique (5"/d

Loi de Fisher'

degrés de liberté: valeur critique (Sold

3;6A 2,76

4;6A 2,52

2,02

2,00
40

60


